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Povzetek

V raziskovalni nalogi je opisano zajemanje digitalnih fotografij in njihovo
matemati¢no predstavljanje z matrikami. Predstavljene so osnovne intenzi-
tetne transformacije, kot so negativ, sprememba svetlosti, razteg kontrasta
in upragovanje. Z razlago matematicne operacije konvolucije so podana ne-
katera konvolucijska jedra, s katerimi lahko sliko zameglimo, izostrimo ali
pois¢emo mejne robove prikazanih objektov. Vecji poudarek je na matema-
ti¢éni izpeljavi Fourierjeve transformacije, ki omogoca frekvenc¢no filtriranje
slike, in njenem prikazu v obliki digitalne slike; opisana je tudi izpeljava
hitre Fourierjeve transformacije (FFT), ki optimira Stevilo ra¢unskih opera-
cij za izracun transformacije. Uspesno opravljen cilj naloge je bila izdelava
racunalniskega programa, s katerim lahko v nalogi opisane metode in algo-
ritme preizkusimo tudi na poljubnih digitalnih fotografijah. Nekaj primerov
obdelanih slik se nahaja na koncu naloge, program pa je prosto dostopen
tudi na spletu.
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1 UVOD

,Today everything exists to end in a photograph.“
— SUSAN SONTAG, ameriska pisateljica in aktivistka

Digitalne slike nas spremljajo na vsakem koraku — pregledujemo jih na svojih
pametnih telefonih, prenasamo jih s spleta, zajemamo jih z digitalnimi fotoaparati.
Z razvojem digitalne tehnike pa so nam postala dostopnejsa tudi mnoga orodja za
obdelavo slik, kot so racunalniski programi Adobe Photoshop, Gimp in XnView ali
mobilna aplikacija PicsArt. Ceravno se programi med seboj razlikujejo po videzu
ali stevilu funkcionalnosti, so njihovi osnovni algoritmi za obdelavo slik enaki.

1.1 Cilji naloge

7 raziskovalno nalogo zelim odstretiti matemati¢no podlago, ki nam Ze od svojih
zametkov v 20. stoletju pa vse do danes sluzi pri obdelavi digitalnih slik. Izmed
mnogih podpodrocij se bom osredinil na filtriranje v prostorski in frekvencéni do-
meni ter pri vsakem opisal nekaj osnovnih postopkov obdelave. Poudariti zelim
matematicno izpeljavo filtriranja v frekvencni domeni (Fourierjeva transformacija),
izdelal pa bom tudi racunalniski program, v katerem bo mozno preizkusiti v nalogi
opisane metode.

1.2 Metodologija

S preucevanjem literature o postopkih digitalne obdelave slik sem povzel njihove
osnovne lastnosti in se pri tem oziral predvsem na njihovo matemati¢no ozadje,
nakar sem s pridobljenim vedenjem sestavil racunalniski program s sposobnostmi
osnovne obdelave digitalnih slik.



2 TEORETICNI DEL

2.1 Osnove digitalne obdelave slik

Pojem digitalna obdelava slik zajema kopico razlicnih metod, procesov in algorit-
mov, s katerimi operiramo na vizualnih informacijah, predstavljenih v digitalnem
zapisu. V splosnem lahko postopke razdelimo v spodnje skupine. (Povzeto po

PARKER, 2011)

Zajemanje podatkov Skorajda obvezen postopek za kakrsno koli obdelavo je
zajemanje slikovnih podatkov, ki obicajno poteka z merjenjem koli¢ine vpadne
svetlobe z merilniki svetlosti in slikovnimi senzorji CCD ter CMOS. Zajete podatke
nato s procesom digitalizacije pretvorimo v digitalno sliko.

Filtriranje in izboljSave Med postopke filtriranja in izboljsav sodijo najrazlic-
nejse metode, namenjene izboljsanju vizualne kakovosti slike ali olajsanju nadalj-
nje obdelave in interpretacije. Splosni postopek ne obstaja, saj vsaka slika zahteva
svojevrstno izboljsavo, kon¢ni sodnik kakovosti izboljsave pa je ¢lovek. Filtriranje
se v grobem deli na dve podrocji, in sicer na filtriranje v prostorski ter frekvencni
domeni, osnovne metode pa so sprememba kontrasta, mehcanje in ostrenje, histo-
gramska obdelava in filtriranje visokih ali nizkih frekvenc.

Restavriranje in rekonstrukcija V nasprotju s filtriranjem lahko restavrira-
nje definiramo in njegovo ucinkovitost izmerimo objektivneje, saj je njegov namen
povrniti izvorne informacije iz popacene, poskodovane ali unicene slike. Postopki
vkljucujejo predvsem odstranitev nezelenega Suma in frekvenc.

Metode rekonstrukcije lahko med drugim najdemo v medicini, kjer si z matematic-
nimi algoritmi pomagajo pri slikanju z magnetno resonanco (MRI) in rac¢unalniski
tomografiji (CT). Tako iz vec zajetih slik z razliénih perspektiv dobijo konéno sliko
(lahko tudi tridimenzionalno).

Barvna obdelava V podroéje upravljanja z barvami sodijo teorije razlicnih
barvnih modelov, s katerimi opisujemo in prikazujemo barve, barvni in tonski
popravki, odstranjevanje barvnega Suma in barvne transformacije.

Valé¢ne transformacije (ang. wavelet transform) Podobne Fourierjevim trans-
formacijam, val¢ne transformacije predstavljajo slike v drugac¢nih domenah, in sicer
v vecresolucijskih piramidah. Metode se razvijajo Sele zadnjih nekaj desetletij.



Stiskanje Stiskanje (kompresija) je namenjeno zmanjsevanju koli¢ine podatkov,
ki so potrebni za zapis slike. To je seveda mogoce, saj slike pogosto vsebujejo
veliko koli¢ino odvecnih podatkov. Podrocje stiskanja je izjemno pomembno, saj
zaradi varcevanja s podatkovnim prostorom skorajda vsako digitalno sliko pred
shranjevanjem nekoliko kompresiramo. Obstaja ogromno razlicnih metod, s ka-
terimi smo pogosto v stiku (npr. slike JPEG) in ki se nadgrajujejo v metode za
stiskanje digitalnih videoposnetkov.

Segmentacija in morfoloska obdelava S postopki segmentacije in kasneje
morfoloske obdelave sliko razdelimo v posamezne regije in objekte, prepoznamo
polozaje ¢rt in vzorcev, opiSemo geometrijske oblike ali sliko prikazemo s skeletom.
Ti postopki so eni najtezjih v celotni slikovni obdelavi, njihov kon¢ni rezultat pa
je seznam posameznih sestavnih objektov slike.

Prepoznavanje Prepoznavanje lahko sledi segmentaciji in morfoloski obdelavi
ter je, kot pove ime, namenjeno prepoznavanju objektov na sliki, to pomeni uvrscéa-
nje objektov glede na njihove vizualne znacilnosti v vnaprej dolocene razrede. V
praksi to pomeni, da algoritem na sliki s tremi zivalmi prepozna, npr. psa, macko
in zirafo. Pomemben element so tudi baze podatkov z deskriptorji posameznih
objektov.

Opisovanje Sliko lahko opisemo z razlicnimi topoloskimi in statisti¢nimi la-
stnostmi (korelacija, kontrast, homogenost, entropija ...).

V svoji raziskovalni nalogi bom na kratko predstavil zajemanje podatkov, glavno
podrodje pa bo predvsem filtriranje (tako v prostorski kot v frekvencni domeni).

2.1.1 Uporabnost digitalne slikovne obdelave

Od zacetka uporabe digitalne obdelave slike — eden prvih takih poskusov je bilo
posiljanje fotografij po ¢ezoceanskem podmorskem kablu med Londonom in New
Yorkom, pri katerem je prenos fotografije trajal slabe tri ure — pa do danes so se
postopki obdelave slik prenesli v mnogo podrocij, ki zbirajo informacije iz okolja
v razlicnih spektrih elektromagnetnega valovanja. Naj zac¢nem pri medicini, kjer
radiologija z metodami rentgenske, racunalniske ali pozitronske tomografije prido-
biva vizualne informacije o stanju tkiv v ¢lovekovem telesu.

Drugi spekter elektromagnetnega valovanja — ultravijoli¢ni — s pridom uporabljajo
biokemiki, tako da s fluorescenéno mikroskopijo preiskujejo in opazujejo ziva tkiva.
V spektru vidne in infrardece svetlobe se preverja kakovost in popolnost tovarni-
skih izdelkov (iskanje napak v proizvodnem procesu), s satelitskimi slikami lahko
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raziskujemo geografske, demografske in meteoroloske pojave.

Radijske valove uporabljajo za radarske posnetke tal (saj lahko penetrirajo skozi
oblake), podobno se jih uporablja v medicini pri preiskavah z magnetno resonanco.
V sirokih spektrih valovanja raziskujejo astronomi in astrofiziki, ki z razli¢nimi ana-
lizami preucujejo sestavo, starost in oddaljenost nebesnih objektov.

Digitalna obdelava sluzi tudi drzavni varnosti in policiji, kjer z metodami prepo-
znavanja obrazov in prstnih odtisov identificirajo osebe.

Nenazadnje pa je digitalna fotografija postala tudi svoja umetniska smer, ki se
razsSirja zadnjih nekaj desetletij.

Primeri razli¢nih digitalnih slik so zbrani na slikah 1-6.

Slika 1: Vremenska slika Slika 2:  Racunalnisko Slika 3: Galaksija Som-
oblacnosti nad Evropo, generirana slika kvadrov brero (M104), posneta
posneta v infrardeCem v perspektivni projekciji z vesoljskim teleskopom
spektru  (Vir:  ARSO, (Vir: lasten) Hubble (Vir:  NASA,
2014) 2014)

Slika 4: Precna rezina Slika 5: Rentgenski posne- Slika 6: Endotelijske
prsnega kosSa, posneta z tek prsnega kosa (Vir: la- celice pljuéne arterije

racunalnisko tomografijo sten) goveda, posnete s fluo-

(CT) (Vir: lasten) rescencno  mikroskopijo
(Vir: KANDASAMY,
2014)
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2.2 Zajemanje in predstavljanje slike

Digitalna slika lahko v glavnem nastane na dva nacina: z zajemanjem vizualnih
informacij iz okolja ali z racunalniskim generiranjem. Osnovni koncept zajemanja
informacij iz okolja bom predstavil na primeru digitalnega fotoaparata, a se tudi
drugac¢ni nacini zajemanja v splosnem drzijo sledecega koncepta. V prikazanem
postopku bo konc¢ni rezultat slika v sivinah, zajemanje in obravnavanje barv bo
omenjeno v podpoglavju 2.3

Vizualne informacije v okolju so predstavljene z elektromagnetnim valovanjem
razlicnih valovnih dolzin in jih lahko razdelimo v skupine glede na njihovo valovno
dolzino A (radijski valovi z najdaljsimi valovnimi dolzinami, toplotni IR-valovi,
vidna svetloba, ultravijolicna svetloba, rentgenski zarki in zarki v z najkrajSimi
valovnimi dolzinami). Glede na potrebe izberemo, katero skupino valov Zelimo
meriti — fotografiranje z digitalnim fotoaparatom zajema elektromagnetno valova-
nje v vidnem spektru svetlobe (valovna dolzina priblizno od 390 nm do 700 nm).
Objekt fotografiranja osvetlimo z vidno svetlobo, ki se od njega odbije in pripotuje
do fotoaparata, kjer je s sistemom le¢ projicirana na slikovni senzor. Tega sesta-
vlja kon¢éno mnogo tockovnih senzorjev, razporejenih v mrezo, ki merijo energijo
vpadle svetlobe, kar predstavlja svetlobno intenziteto. Intenziteta svetlobe, ki
pade na senzor, je odvisna od osvetljenosti objekta in njegove odbojnosti. V na-
sem trenutnem primeru obravnavamo samo celokupno intenziteto svetlobe, torej
neodvisno od valovne dolzine. Konéna slika zato ne bo barvna, temvec v sivinah.
Svetloba iz okolja je analogna koli¢ina, a se zaradi konéno mnogo toc¢kovnih senzor-
jev diskretizira — temu procesu recemo vzorcenje (ang. sampling). Zadnji korak
je kvantizacija, kjer vrednosti zajetih intenzitet razdelimo v konéno mnogo enako
velikih intervalov. Dobljeno digitalno sliko lahko sedaj predstavimo z matriko ve-
likosti M x N, ki ima enake dimenzije kot slikovni senzor. Posamezen element a; ;
matrike predstavlja vrednost intenzitete svetlobe po kvantizaciji in ga imenujemo
piksel ali slikovna tocka. Matriko slike velikosti M x N bom v nalogi izrazal s
funkcijo S(z,y), pri ¢emer je 0 < z < M indeks vrstice in 0 < y < N indeks
stolpc:

Q.0 ap,1 ce Qo,N—1
1,0 1,1 ce a1 N—1
S(w, y) - : : .. : -
ap—-10 apmM—-11 0 AGM—-1,N-1

1V praksi se pogosto izraza locljivost slike, tako da se navede podatek Sirinaxvisina; v nalogi
bom kot podatek o dimenzijah slike uporabil matemati¢no ustreznejSo razli¢ico, in sicer velikost
matrike, tj. visinax sirina.
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S(0,0) S(0,1) S(0,N —1)
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fotoaparat ....iDDD
0o 1 2 3 4 5 6 7

Slika 7: Zajemanje digitalne slike z digitalnim fotoaparatom. Slikovni senzor vse-
buje 30 x 30 tockovnih senzorjev, zato je tudi digitalna slika velikosti 30 x 30.
Svetlobne intenzitete so kvantizirane v 8 svetlostnih intenzitet.

Pri kvantizaciji slike moramo sprejeti pomembno odlocitev: stevilo intervalov
svetlobne intenzitete. Seveda je povsem ocitno, da z vec intervali dobimo tudi
ve¢ informacij o objektu. Zaradi anatomsko-fizioloskih omejitev nasega ocesa [ in
enote digitalnih informacij — 1 bajt = 8 bit — so danes najbolj razsirjene slike z 256
sivinskimi stopnjami.

Zaradi binarnih konstrukcij digitalnih vezij obicajno izberemo stevilo intervalov,
ki je potenca 2, torej L = 2*. Sliko z 2* diskretnimi stopnjami intenzitete poime-
nujemo k-bitna slika, saj je za zapis intenzitete enega piksla potrebnih & bitov. Iz
tega sledi, da je za zapis celotne slike velikosti M x N potrebnih kM N bitov.
Sliko, predstavljeno kot svetlostna intenziteta v dveh razseznostih S(z,y) oziroma
kot funkcija dveh prostorskih spremenljivk, imenujemo slika v prostorski do-
meni. To ni edina mozna predstavitev, saj lahko sliko s transformacijo prestavimo
tudi v kako drugo domeno, npr. frekvencéno, kot bomo to storili s Fourierjevimi
transformacijami.

V raziskovalni nalogi bom uporabljal 8-bitne slike z 256 sivinami, razen kjer je

2Delovanje ocesa je sicer zelo zapleteno, vendar je v splosnem oko sposobno zaznati priblizno
20 razli¢nih sivinskih odtenkov (ORLOFF, 1997, str. 483), trenirano oko pa tudi od 50 do 100
(NERI, 2008, str. 57).

3Za potrebe obdelave slik obstaja e mnogo drugih transformacij, kot so kosinusna, sinusna,
Houghova, Hadamardova in Haarova (TASIC, 2002).
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drugace omenjeno. Svetlobne intenzitete bodo torej lahko zavzele diskretne vre-
dnosti na intervalu [0, 255].

2.3 Upravljanje z barvami

Barva je psihofizioloski obcutek, ki ga povzrodi elektromagnetno valovanje razlic-
nih frekvenc znotraj obmocja vidnega spektra (priblizno od 390 nm do 700 nm).
Clovesko mreznico sestavljajo trije razli¢ni tipi ¢epkov, ki nam omogocajo zazna-
vanje barv in ki se razlikujejo po lastnih absorpcijskih spektrih. Vrhovi njihovih
spektrov so pri valovnih dolzinah 445 nm, 535 nm in 575 nm, kar priblizno ustreza
modri, zeleni in rdeci barvi. Te tri barve imenujemo osnovne barve in z linearnim
sestavljanjem razlicnih delezev posamezne barve lahko dobimo mnozico drugih
barv. (GONZALES, 2008)

Barvna digitalna slika se od sivinske razlikuje v tem, da je vsak njen piksel
namesto z eno svetlobno intenziteto zapisan z ve¢ svetlobnimi intenzitetami, ki
jim pravimo barvni kanali ali barvne komponente. Tako tudi slikovni senzor foto-
aparata sestavlja vec¢ tipov tockovnih senzorjev, ki so obcutljivi samo na dolocene
frekvence. V barvnem modelu RGB (red, green, blue), ki ga bom tudi sam upo-
rabljal v nalogi, je vsak piksel zapisan s tremi barvnimi kanali: rdecim, zelenim
in modrim. Ker je vsak izmed treh barvnih kanalov 8-biten — intenzitetne stopnje
posameznega kanala torej lezijo na diskretnem intervalu [0,255] —, pravimo, da
ima taka slika 24-bitno barvno globino. Posamezen piksel lahko tako zavzame
eno izmed (2%)3 = 16 777 216 razli¢nih barv.

2.3.1 Sivinjenje slike]

Sliko v barvnem modelu RGB, pri kateri je vsak piksel zapisan s komponentami /g,
I in I, pretvorimo v sivinsko tako, da vsakemu pikslu slike dolo¢imo samo eno
svetlostno intenziteto I. Doloc¢iti moramo torej funkcijo, ki iz danih treh barvnih
komponent izrac¢una samo eno svetlostno intenziteto. To storimo z aritmeti¢no
sredino.

Aritmetiéna sredina kanalov

g+ Ig+1Ig
N 3

I

4Skovani izraz je v slovenskem prostoru sicer besedna novota, a se mi zdi primerno poimeno-
vanje za proces spreminjanja barvne slike v sivinsko sliko.

14



Tehtana aritmeticna sredina Komponente lahko utezimo z utezmi k;.

= krlp + kala + kplp
ki +ka+ kg

Ena izmed pogosto uporabljenih kombinacij utezi v barvnem modelu RGB se
imenuje luminiscenca (STOKES, 1996):

I =0,212615 + 0, 71521 + 0, 07221 5

2.4 Operacije med dvema slikama

Med dvema slikama lahko izvedemo Stiri osnovne binarne operacije, in sicer se-
stevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje. Pri tem je treba poudariti, da opera-
cija mnozenje ni ekvivalentna matricnemu mnozenju (po metodi produkta vrstic
s stolpci), temvec je tako kot sestevanje in odstevanje operacija med istoleznimi
elementi; enako velja za deljenje.

[Go,o a0,1] [bo,o bo,ll _ [ao,obo,o aO,lbO,I]

1o A1 bl,o 51,1 al,Obl,O a1,151,1

Pri taksnih operacijah se lahko zgodi, da nova vrednost intenzitete ne lezi zno-
traj danega intervala diskretnih vrednosti od 0 do L — 1. Tezavo odpravimo tako,
da: negativnim vrednostim pripiSemo vrednost 0; vrednostim, visjim od najvisje
mozne, pripiSemo L — 1; morebitna necela stevila pa zaokrozimo na najblizje celo
stevilo. Opisano funkcijo bom v raziskovalni nalogi oznaceval z :

0 ;<0
fa)={L—-1 co>L—1 (2.1)
zaokroZi(x) ; x>0ANx < L—1

2.5 Predstavitev s histogramom

Histogram slike predstavlja relativno frekvenco pojavljanja posameznih svetlostnih
intenzitet. Na vodoravno os nanesemo vse mozne intenzitete (vrednosti, ki jih
lahko zavzame posamezen piksel), na navpi¢no os pa nanesemo Stevilo pikslov s
posamezno intenziteto. Ze bezen pogled na histogram nam lahko razkrije splosne
lastnosti o sliki. Histogram temne slike bo pomaknjen mocno v levo, medtem ko
bodo vrednosti na histogramu svetle slike prevladovale na desni polovici. Vrednosti
slike z visokim kontrastom bodo imele visoko razprsenost (pogosto bosta opazna
tudi dva vrhova — en v levi in drugi v desni polovici histograma), medtem ko bo
histogram slike z nizkim kontrastom imel zgoscene vrednosti.
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Slika 9: Histogram slike zabe

Slika 8: Slika zabe

Slika 10: Histogram svetle slike Slika 11: Histogram temne slike

Slika 12: Histogram slike z nizkim Slika 13: Histogram slike z visokim
kontrastom kontrastom

2.6 Intenzitetne transformacije

Zamislimo si, da zelimo sliko posvetliti — vrednosti na histogramu bi torej morali
zamakniti v desno, kar pomeni, da bi vsakemu pikslu slike pristeli neko konstantno
vrednost k. Podobno bi sliko potemnili tako, da bi od vsakega piksla vrednost
odsteli.

Sl(x7y) =&(S(z,y) £ k) 5 keNo

Take preslikave, pri katerih novo intenziteto podamo kot funkcijo v odvisnosti
od prvotne intenzitete, imenujemo intenzitetne transformacije in jih najlazje
predstavimo z njihovimi grafi. Tako je na prvem grafu prikazana identi¢na trans-
formacija, ki slike ne spremeni, na drugem je prikazana transformacija za negativ
slike, nadalje sta prikazana grafa svetlenja in temnenja.
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Slika 14: Identi¢na transformacija Slika 15: Transformacija negativa
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Slika 16: Transformacija svetlenja Slika 17: Transformacija temnenja

Kontrast slike povecamo tako, da histogram raztegnemo, in zmanjsamo tako,
da histogram skr¢imo. Prva odloditev je izbira intenzitetne vrednosti 0 < p <
255, ki bo sluzila kot sredis¢e raztega, nato pa izberemo Se koeficient raztega
x > 0. Transformacijo raztega kontrasta sem sedaj izvedel tako, da graf identi¢ne
transformacije premaknem navpic¢no navzdol za i, nato ga raztegnem (oz. skréim)
v navpicni smeri s faktorjem x in ponovno premaknem za g navzgor:

S'(z,y) = E((S(z,y) — pw)x + p)

V praksi se pogosteje uporabljajo sigmoidne funkcije (njihov graf ima obliko
¢rke ,S“), ki imajo bolj , gladko“ obliko (graf seveda ni zvezen, saj so svetlostne

intenzitete diskretne vrednosti).
Pomembna tockovna operacija je tudi upragovanje (ang. thresholding), pri
kateri dolo¢imo mejno intenzitetno vrednost p in izvedemo transformacijo:

oy {5 S =
0 5 S(ry) < p

Vsi piksli z intenziteto nizjo od p bodo postali ¢érni, ostali bodo postali beli.
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Slika 18: Transformacija raztega Slika 19: Transformacija raztega

kontrasta, p = 50 in y = 2 kontrasta, p = 200 in xy = 0,8
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Slika 20: Transformacija raztega Slika 21: Transformacija upragova-

kontrasta s sigmoidno funkcijo nja

2.7 Obdelava v prostorski domeni
2.7.1 Konvolucija

Konvolucija je matemati¢na operacija med dvema funkcijama, ki je definirana kot
f@) < g@) = [ fgle ~ vt

Za nas bo pomembna diskretna konvolucija med dvema matrikama, in sicer
med matriko nase digitalne slike velikosti M x N in drugo matriko, ki jo imenujemo
konvolucijsko jedro (ang. (convolution) kernel) velikosti m X n.

K(x,y)*S(x,y) = _i _Z K(s,t)S(x — s,y —t)

pri Cemer a = 254 in b = 251, Konvolucijo je najlazje prikazati graficno. Treba je

povedati, da bo konvolucijsko jedro v moji raziskovalni nalogi zmerom kvadratna
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matrika z lihim Stevilom stolpcev in vrstic. Prav tako njene indekse oznacimo
nekoliko drugace, in sicer je sredisce (0,0) v srediSénem elementu matrike, ne levo-
zgornjem kot obicajno.

Konvolucijo izvedemo tako, da konvolucijsko jedro najprej zrcalimo prek obeh osi,
tj. zavrtimo za 180°f. Sedaj na matriko slike postavimo konvolucijsko jedro tako,
da se njegov sredis¢ni element pokriva s prvim (levo-zgornjim) elementom matrike
slike. Sestejemo vse istolezne produkte in dobljeni rezultat predstavlja prvi element
v matriki rezultata konvolucije. Konvolucijsko jedro premaknemo za en element
v desno in ponovno izracunamo vsoto produktov istoleznih elementov. Postopek
ponovimo za vse elemente matrike slike. Kot vidimo, se na robovih matrike slike
pojavijo manjkajoci elementi. Glede na potrebe lahko to tezavo resimo razli¢no;
jaz bom uporabljal nicelno zapolnjevanje, pri katerem manjkajoce elemente nado-
mestimo z intenziteto 0.

Iz danega opisa postopka je jasno, da pri obdelavi slike s konvolucijo na posa-
mezen piksel koncne slike vplivajo njegovi sosednji piksli. Veéje kot je konvolucijsko
jedro, vec¢ sosednjih pikslov je zajetih in vplivajo na kon¢éno vrednost piksla. Poi-
S¢imo nekaj trivialnih in manj trivialnih konvolucijskih jeder, ki jih bom oznaceval
s K in opisnim indeksomd. O¢itno je jedro identitete, ki je lahko poljubno veliko,
ima v srediScu element 1, drugje 0:

000
Kr=10 10
000

Rezultat konvolucije bo torej identi¢na slika. Ce enico v matriki prestavimo
na kaksno drugo mesto in ohranimo nic¢le, dobimo vzporedni premik slike.
Namesto enice v sredini lahko uporabimo katero drugo stevilo, ki bo povzrocilo
spremembo svetlosti vseh pikslov za neki faktor. Tako bo na primer jedro:

000
K_-=10 5 0
000

celotno sliko potemnilo tako, da bodo piksli imeli polovico svoje prvotne sve-
tlosti. Podobno lahko sliko posvetlimo, tako da vstavimo stevilo vecje od 1, na
primer:

5Ce tega ne storimo, se nadaljnji postopek imenuje korelacija.
6Te oznake sicer niso standardne in jih v nalogi uporabljam le zaradi ustreznega razlocevanja
med posameznimi jedri.
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konvolucijsko

slika
5 5 1 1
2 3 9 9
0 1 6 2
1 0 2 6
.................... rezultat
NN konvolucije
U T ,
5] 5 1] 1 65
8 7 2
2 3 9 9
0 1 6 2
1 0 2 6
P
0 5 4
5150 111 65 | 84
8 7 2
2 3 9 9
0 1 6 2
1 0 2 6
505 11 65 | 84 (114|140
2 49 | 80 |117| 78
0 24 160 |92 ] 95
1 8 116 | 45 | 36

Seveda bodo pri mnozenju s Stevilom vec¢jim od ena nove vrednosti pikslov

lahko presegle najvisjo mozno vrednost svetlobne intenzitete, zato moramo po
konvoluciji vse piksle spustiti skozi funkcijo £ (glej formulo 2.T]).
Pri do sedaj omenjenih konvolucijskih jedrih smo spreminjali samo sredis¢no vre-
dnost, vse ostale so bile 0, kar pomeni, da na kon¢no vrednost piksla vpliva samo
zacetna vrednost piksla. Sedaj bomo vkljucili tudi sosednje piksle. Prva zani-
miva moznost je povprecenje vrednosti sosednjih pikslov. Nova vrednost piksla bo
tako aritmeticna sredina sosednjih pikslov. Z velikostjo matrike jedra vplivamo
na stevilo pikslov, ki so vkljuceni v povprecje. Primer za povprecje 8 sosednjih
elementov (skupaj jih je torej 9):
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L
Ky = =51
111

OO ||
OO O |
OO O

Rezultat konvolucije s takim jedrom je ,zamegljena“ oziroma omehcana slika,
pri kateri so zabrisane ostre meje med objekti.
Navadno povprecenje lahko nadgradimo z utezmi.

1 1 11
Ky = & 1 51
111

Najpogosteje uporabljeno utezeno povprecenje je konvolucija z Gaussovim

jedrom, ki je lahko poljubno veliko in se generira z diskretiziranjem Gaussove
porazdelitve. Primer takega jedra velikosti 5 x 5:

1 4 7 4 1
. |4 16 26 16 4
Koz =505 |7 20 41 20 7
4 16 26 16 4
1 4 7 4 1

Laplaceov operator Z zgornjimi konvolucijskimi jedri smo sliko zameglili (zmeh-
¢ali), uporabno pa bi bilo, da bi lahko meglene slike tudi izostrili. Z besedami
digitalne slike to pomeni poudariti tista obmocja slike, kjer so ,hitre“ in velike
spremembe v svetlosti — taka obmocja predstavljajo robove objektov. Spremembo
svetlosti lahko izrazimo z odvodom. Najprej poglejmo samo piksle v eni vrstici —
funkcija f(x) naj predstavlja posamezne piksle ene vrstice.

d

S CaR
f | 4 44 456 7 7 7 222 2
i 0 00111 0 0-5000
4! 00100-10-51500

Tabela 1: Primer odvajanja pikslov v eni vrstici
Odvod nekega piksla je torej sprememba svetlosti med danim in naslednjim

pikslom. Nadalje pois¢emo Se drugi odvod, tako da izracunamo razliko med prvim
odvodom danega piksla (z) in prvim odvodom prejsnjega piksla (z — 1):
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d2f

da?

= fla+1)—fl2) - (flz) - fle-1) =
= fla+1)+ flz—1)=2f(z)

Izraz nadgradimo v dve dimenziji, tako da izrazimo parcialne odvode slike:

oS 0S8
%—{—873/ = (Sx+1,y)—S(z,y9) + (Sx,y+1) —S(z,y)) =
= S+ 1y +S(x,y+1)—25(z,y)
0*’S  0°S
w—i_@in = S+ 1Ly)+Sx—-1,y) —28(x,y) +

+S(z,y+ 1)+ S(r,y — 1) = 28(z,y) =
= Se+1Ly)+S -1y +Sy+1)+S,y—1)—45(z,y)
Dobljeni izraz imenujemo Laplaceov operator:
?S  9*S
2 —_ EE—

Celotno sliko bomo torej odvajali tako, da bomo uporabili konvolucijo z jedrom:

0 1 O
]Cv2 — 1 —4 ]_
0 1 0

Ker bodo vrednosti konvolucije tudi negativne vrednosti, je smiselno vse vre-
dnosti povecati za 127, ki se nahaja na sredini intervala moznih svetlostnih in-
tenzitet [0,255] — to bom imenoval centriranje na sivino. S tem popravkom ne
izgubimo negativnih vrednosti, ki bi jih funkcija & preslikala v vrednost 0.

Se nekaj zanimivih konvolucijskih jeder, uporabnih za zaznavanje robov. Oba
operatorja imata dve konvolucijski jedri; eno zaznava vodoravne, drugo navpicne
robove na sliki. V primerih obdelave na koncu naloge sta operatorja omenjena kot
xy, kar pomeni, da sem sliko najprej obdelal z operatorjem za vodoravne robove,
nato z operatorjem za navpicne robove in dobljeni sliki sestel.

Prewittov operator

1 -1 -1 ~1
Kp,=10 0 0] Kkp =|-1
11 1 ~1
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Sobelov operator

-1 -2 -1 -1 01
Ksy=10 0 0] Kg =|-20 2
1 2 1 101

2.7.2 Maskiranje

Postopek, pri katerem k prvotni sliki S pristejem ali odstejem drugo sliko (masko)
Smaske I pri tem dobim novo, obdelano sliko &', imenujem maskz'mnjdj:

S =8S+c-Snuska ; cERT

pri tem je ¢ poljubna konstanta, ki doloca delez vpliva maske.

Metodo maskiranja uporabljamo predvsem za ostrenje slike. Pri konvoluciji
slike s konvolucijskim jedrom Laplaceovega operatorja smo dobili sliko, ki prikazuje
poloZaje ostrih robov na sliki. Ce to sliko (masko) odsStejemo od izvirne slike,
dobimo ostrejso izvirno sliko.

S =8—c (Kg2S)
S

Druga metoda ostrenja slik z uporabo maske se imenuje unsharp maskmgﬁ Pri
tej metodi dobimo masko slike tako, da izvirno sliko zameglimo (npr. z Gaussovim
konvolucijskim jedrom), nato zamegljeno sliko odstejemo od izvirne slike.

S=8+c- (S§—(Kg*3S))

Smaska

2.8 Predstavitev v frekvenc¢ni domeni

Do sedaj smo sliko obravnavali v prostorski domeni, torej kot funkcijo dveh rav-
ninskih spremenljivk x in y. Sedaj se bomo podali na trnovo pot transformacije
slike v frekvenéno domeno.

2.8.1 Fourierjeva vrsta

Joseph Fourier (1768-1830) je ugotovil, da lahko vsako odsekoma zvezno peri-
odi¢no funkcijo zapisemo kot neskonéno trigonometriéno vrsto. (GONZALES,
2008) Preden se podamo v podrobnejso razlago, najprej preglejmo osnove.

"Zaradi jasnosti sem v zapisu izpustil parametre funkcij; seveda so vse omenjene funkcije —
S, 8, Simaska, in K — funkcije dveh prostorskih spremenljivk x in 3.
8Priblizen pomenski prevod bi se glasil: metoda ostrenja z neostro masko.
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Polarni zapis kompleksnega stevila Kompleksno stevilo
z=a+bi ;abelR
lahko zapisemo tudi v polarni obliki:
z=r(cosp+ising) ; r>0, 0<¢ <27

pri ¢emer sta r = v/a? + b? in ¢ = arctan (Z) Konstanta ¢ je imaginarna enota,
za katero velja i? = —1.
Z Eulerjevo formulo:

e =cosx +isinx (2.2)

lahko kompleksno stevilo izrazimo tudi kot:
2z =re'?

Konjugirano stevilo stevila z:
Z=re ?

Trigonometri¢ne funkcije Najprepoznavnejsa lastnost funkcij sinus in kosinus
je njuna periodi¢nost z osnovno periodo p = 27, kar lahko zapiSemo kot:

sin(x 4 27k) = sin(x) ; k€ Z

cos(z + 2mwk) = cos(z) ; k € Z

Funkcijama lahko njuno periodo tudi spremenimo, tako da argument z pomno-
zimo s koeficientom n, kar pomeni, da funkcijo sredis¢no raztegnemo v smeri osi
x. Nova osnovna perioda funkcij sin(nx) in cos(nz) je p = 2=

n

Naslednji lastnosti sta lihost sinusa in sodost kosinusa.
sin(—z) = —sin(z) ; Ve € R

cos(—z) = cos(x) ; Ve € R
Zgornje lastnosti nam dajo posebne lastnosti dolocenega integrala, in sicer:

/sin(x)dsz;VnEZ

—nm

/cos(x)dx:O; Vn € Z

—nTm
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Potrebovali bomo Se naslednja nedolocena integrala
) 1
/sm(nw) dx = —=cos(nz) + C
n
L.
/COS(TLZL‘) dz = —sin(nz) + C
n
Definicija 1 Naj bo f zvezna funkcija na intervalu |a,b]. Vrsti

f(z) =ao+ i a, cos(nx) + i b, sin(nx)

n=1 n=1

v kateri so koeficienti

ap = 217T/f(:c) dz

™

a, = i_/f(x) cos(nz) dz ; neN
b, = i/f(x)sm(nx) dz ; neN

pravimo Fourierjeva vrsta funkcije f.

Brez dokaza privzemimo Se naslednji izrek:

Izrek 1 Ce je periodicna funkcija f z osnovno periodo 27 odsekoma zvezna na
[—m, ] in ima v vsaki tocki intervala levo in desno limito, je njena Fourierjeva
vrsta konvergentna. Vrednost vrste je enaka f(x) v vsaki tocki, kjer je f zvezna.

Za zacetek bom spodnjo funkcijo, ki predstavlja pravokotni signal, izrazil s
Fourierjevo vrsto.

1 0<ax <

f(m):{_l - <x <0

flz+2m)=f(z) ; VzeR

Funkcija je torej periodi¢na z osnovno periodo 27 in tudi odsekoma zvezna. Za
lazjo predstavitev je na sliki 23] tudi njen graiﬁ.
Pois¢imo sedaj koeficiente Fourierjeve vrste. Oc¢itno je, da velja:

9Na tem in nekaterih kasnejsih grafih so vrisane tudi navpic¢ne érte, ki sicer niso del grafa
funkcije, temvec so prikazane zgolj zaradi poudarjanja pravokotne oblike signala.
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Slika 23: Graf funkcije pravokotnega signala

1 K
apg = 271__/‘]0(37) dr =10
Naslednji koeficient je a,:
1 s
ap = — /f(x) cos(nz) dx
™

Ce pogledamo graf funkcije produkta f(x) in cos(x), vidimo, da je integral na
[—m, 7] enak 0.

: — f(w) cos(a)
| | f(z) cos(2x)

™

|
3

|

|
IE

Slika 24: Graf funkcij f(z) cos(z) (rdece) in f(z) cos(2z) (modro)

Enako velja tudi za vse ostale n € N| ki sicer povzrocijo manjsanje osnovne
periode kosinusa, a je integral na [—7, 7] Se zmerom enak 0, torej:

a, =0
Izracunajmo Se b,.

b, = 1 /7r f(z)sin(nz) dz

T J—7

Poglejmo, kaj se dogaja s tem integralom pri razli¢nih n.
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— [f(x)sin(z)
— f(x)sin(2x)

_\/E E\/T
2 2
—1

Slika 25: Graf funkcij f(z)sin(z) (rdece) in f(z)sin(2z) (modro)

n=1
/f sin(x :2/81n(x)dx:2(—cos(x)|g):2( (-1)+1)=4
n=2

n=23

2

/f sin(3z) d 20/ﬂsm (3x)dx =2- (—;(COS(BI)|3)> = —g(_l —1) = 3

Vidimo, da je za vsak n odlocilen faktor v integralu cos(nr), ki zavzame vre-
dnosti —1 pri lihih n in 1 pri sodih n. Iz tega sklepamo, da je vrednost integrala
pri sodih n enaka 0, pri lihih n pa:

/f(fE) sin(nz)dz = —= - (=2) = —

Iz tega sledi:
1

bn =

™ n nm

Ker imajo ¢leni na sodih mestih vrednost 0, se jih bomo elegantno znebili in
ostanejo nam le Se ¢leni na lihih mestih:

4
(2n— )7

Konc¢na Fourierjeva vrsta se tako glasi:

b, =
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————sin(nx)

ali ¢e izpisemo prvih nekaj clenov:

n— 1
4 4 4 | 4
flz) = - sin(x) + g sin(3x) + g sin(5x) + o sin(7x) +

Zares, na grafu lahko vidimo, da s povecevanjem stevila clenov vrsta konvergira
k prvotni funkciji f(z).

— f(z)

' — i)
- fz(ﬂﬁ)
— f3(z)
— fis(z)
\|

I

77)2

Slika 26: Graf pravokotnega signala f(x) in Fourierjeve vrste f;(x) s prvimi ¢ ¢leni
vrste

Razsiritev Fourierjeve vrste Naso Fourierjevo vrsto bomo sedaj razsirili na
funkcije s poljubno osnovno periodo p = 2L.

f(x )—ag—i-Zancos( )—l—Zb sm(mm>

n=1

Hkrati se spremenijo tudi koeficienti vrste

L
ag = 211;4f(x) dz
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b, = ;_J_/Zf(x) sin (mLm:) dz

Zaradi krajsega zapisa definiramo nov simbol:

nm

i

Wp =

Hkrati bomo zapis s kotnima funkcijama raje spremenili v zapis kompleksnega
stevila s pomocjo kompleksne eksponentne funkcije. Iz enacbe lahko izpeljemo:

f(eiwnz o efiwnx)
21

sin(wpx) =
1 WnT —iWwnT
cos(wpx) = 5(6 nt 4 T WnT)
Sedaj poskusimo Fourierjev koeficient a,, preoblikovati.
L L
1

ap, = L/Lf(x) cos(wypr)dr = 1/Lf(x);(ei“’”m + e ) da

1
- fres o
“L
Definirali bomo nov Fourierjev koeficient c,,:
_ L [ pagea
Y x)e x

-L
Fourierjev koeficient a,, lahko sedaj zapisemo:
ap = Cp +C_p,

Naredimo podobno Se za koeficient b,,:

1 TWn T —iWn T _

b, = Léf(x) sin(wpz)dr = 7 /f 5 )dx =
=L e - L pwean-
Coom )T T R

= i(ch —c_p)
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Ce sedaj pogledamo Se koeficient aq

0

Integrand pomnozimo z 1 = € in vidimo, da je dobljen izraz enak ¢, pri n =0

L
1
a =5+ 4f(:v)eodx = ¢

Sedaj celotno vrsto zapisimo z novimi koeficienti:

o0

f(x) = ao+ > a,cos(w,) Z by, sin(w,x) =
n=1 n=1
oo
= ¢+ Z (cn + c_p) cos(wpx Z —c_p)sin(w,r) =
n=1 n=1

1 . , 1 '
e CO + Z ( Cn + C_ 2(ezwnz + e—zwnw) ‘I‘ Z(Cn _ C—n) . E(elwnx _ e—zwnz)) —

= ¢ + Z i(cnezwnz + Cnefzwna: + Cinezwnaz + Cinefzwn:(: +
+cnezwnm o Cne—zwnx - C_neuunx 4 c_ne—zwn:v) —

[e.e]
= o+ Y (a7 + c_peTnT)

n=1

Dobljeni izraz lahko elegantno poenostavimo tako, da namesto vrste z dvema
¢lenoma tece n od —oco do oo. S tem je vkljucen tudi ¢len cq:

> et (2.3)

n=—oo

Dobili smo kon¢ni strnjeni zapis Fourierjeve vrste s kompleksno eksponentno
funkcijo.

2.8.2 Fourierjeva transformacija

Do sedaj smo se ukvarjali samo s periodi¢nimi funkcijami z osnovno periodo p =
2L. Fourierjeve vrste pa lahko razsirimo tudi na neperiodi¢ne funkcije, tako da
periodo povecujemo prek vseh meja. Naso Fourierjevo vrsto bomo za periodi¢ne
funkcije pretvorili v Fourierjevo transformacijo za neperiodi¢ne funkcije.
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Naredimo Fourierjevo vrsto za en pravokotni impulz:

() = {1 e <

N~ N

0 ;lz[>
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Slika 27: Graf pravokotnega impulza
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Slika 28: Graf periodi¢nega pravokotnega impulza, p = 4

Ta funkcija seveda ni periodi¢na, zato je ne moremo zapisati s Fourierjevo
vrsto. Lahko pa jo zelo enostavno naredimo periodi¢no z osnovno periodo p, tako
da k predpisu funkcije dodamo:

(x+kp)=1(z) ; peRkeZ

Zaradi tezavnosti integracije kompleksne funkcije sem za izra¢un Fourierjevih ko-
eficientov ¢, uporabil spletno matemati¢no orodje WolframAlphaE.

L 1
1 . 1 .
=57 /H(:U)e_’w"x der = 5 /H(a:)e_w’lx dx
iy -1
Ker je II zunaj intervala [—%, %] enak 0, lahko obmocje integriranja zmanjSamo:

) 3
_ H —iWn T
Y /1 (x)e dz

Izracunal sem koeficiente ¢, za osnovne periode 2, 4 in 6. Nekaj vrednosti je
prikazanih v tabeli 2], vec¢ jih je prikazanih na grafu 29
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p\n| -3 -2 -1 0 1 2 3

2 |-0106 0 0318 05 0318 0 0,106
4 10,075 0,159 0,225 025 0,225 0,159 0,075
6 | 0,106 0,138 0,159 0,167 0,159 0,138 0,106

Tabela 2: Nekaj Fourierjevih koeficientov ¢, za funkcijo periodi¢nega pravokotnega
impulza II pri treh razlicnih periodah. Vrednosti so zaokrozene.

0.5«
Cn -p:2
R R -p:4
. . -p:6
pe, 207 I X
gt RIS )

Slika 29: Izracunani Fourierjevi koeficienti ¢, periodi¢nega pravokotnega impulza
z osnovnimi periodami 2, 4 in 6.

Vidimo, da koeficienti ¢, s povecevanjem osnovne periode pravokotnega im-
pulza vse hitreje konvergirajo k 0, zato graf raztegnemo v smeri ordinatne osi s
faktorjem p. Zatem ga Se skréimo v smeri abscisne osi s faktorjem p, in to dvakrat
skalirano funkcijo bom imenoval ¢/ (%)

Izkaze se, da zacnejo izracunani koeficienti neodvisno od izbrane osnovne pe-
riode zavzemati podobno obliko na grafu, zaradi vodoravnega skrcéenja pa lezijo
tocke na grafu pri povecevanju osnovne periode p vedno bolj skupaj. Ce torej p
povecujemo prek vseh meja, dobimo zvezno funkcijo zvezne spremenljivke (upora-
bil bom oznako ), s tem pa smo tudi naso prvotno funkcijo II ponovno naredili
neperiodi¢no.

L
(M 1 / —iWwnT
B —_ - o—_— n

Dobili smo Fourierjevo transformacijo neperiodi¢ne funkcije II. Ce ta
integral izracunamo, dobimo funkcijo, prikazano na sliki [33, imenovano normali-
zirana funkcija sinc:

L—oo

L7%% T(p) = /H(x)e’w”“ dz

Ohttp: / /www.wolframalpha.com/
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Slika 30: Skalirani Fourierjevi koefi- Slika 31: Skalirani Fourierjevi koefi-
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Slika 32: Skalirani Fourierjevi koefi- Slika 33: Fourierjeva transformacija
cienti pri p =6 IT pravokotnega impulza

Tako kot za funkcijo II lahko tudi za katero koli drugo neperiodi¢no funkcijo
f(z) pois¢emo njeno Fourierjevo transformacijo:

fw) = [ fw)e = do (2.4)

Naj poudarim, da je — ¢eprav smo v primeru funkcije II dobili realno funkcijo
— v splosnem Fourierjeva transformacija kompleksna funkcija.

Pomen in razlaga Fourierjeve transformacije Tako kot smo periodi¢no
funkcijo zapisali s Fourierjevo vrsto, katere koeficienti posameznih ¢lenov so nam
dajali informacijo o prisotnosti razli¢nih frekvenc, iz katerih je sestavljena funkcija,
tako nam tudi Fourierjeva transformacija prikazuje delez posameznih frekvenc,
ki sestavljajo funkcijo. Vrednost transformacije f() pri danem p nam daje infor-
macijo o prisotnosti frekvence p v prvotni funkeiji.

Za Fourierjevo transformacijo recemo, da se nahaja v frekvenc¢ni domeni, med-
tem ko je prvotna funkcija v prostorski domeni.

Poleg mnogih ob¢udovanja vrednih lastnosti Fourierjeve transformacije, za katere
ni dovolj prostora, pa je (vsaj za nas) najpomembnejSa inverzna Fourierjeva
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transformacija, ki nam omogoca, da funkcijo, predstavljeno v frekvencéni domenti,
ponovno prestavimo nazaj v njeno prostorsko domeno.

)= [ e 25)

V tem trenutku imamo obcutek, da digitalna obdelava slik pravzaprav ni vec
tema besedila, a resnica je prav nasprotna! Opremljeni s Fourierjevo transformacijo
se sedaj lotimo uporabe tega orodja pri obdelavi fotografij. Zal takoj naletimo na
dve tezavi. Prvi: funkcija slike je diskretna in ne zvezna; ter drugi: digitalna
slika je funkcija dveh ravninskih spremenljivk. Brez izpeljevanja bom zato zapisal
diskretno Fourierjevo transformacijo (DFT) ene in dveh spremenljivk ter
njuni inverzni transformaciji.

flu) =3 fla)e 5
=0
iM 1 1271'
M u:O
R M—-1N-1 ) S
S(u,v) = S(w,y)e 2 H+) (26)
=0 y=0

pri ¢emer je S(z,y) funkcija slike, u in v diskretni spremenljivki v frekvencni
domeni, x in y diskretni spremenljivki v prostorski domeni ter M in N dimenziji
matrike slike (M Stevilo vrstic in N Stevilo stolpcev).

Inverzna diskretna Fourierjeva transformacija dveh spremenljivk (IDFT):

M-1N-1 o
S(z, Z Z S(u,v)e 2 (5% (2.7)

1
~ MN

Vidimo lahko, da se Fourierjeva transformacija in njena inverzna funkcija zelo
malo razlikujeta — razlicen je predznak eksponenta eksponentne funkcije, inverzna
transformacija pa vsebuje tudi koeficient ﬁ

2.8.3 Interpretacija Fourierjeve transformacije in filtriranje

Fourierjeva vrsta nam prikazuje frekvencéni spekter slike — koli¢ine posameznih
frekvenc, ki sestavljajo sliko. Ker bomo sliko Fourierjeve transformacije kasneje
centrirali (glej razdelek B.2.1]), bodo na robovih slike prikazane visoke frekvence, ki
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nakazujejo ostre robove in podrobnosti, medtem ko bodo blizu sredisca nizke fre-
kvence, ki zaznamujejo pocasna spreminjanja intenzitete. Filtriranje v frekvencni
domeni nam tako omogoci, da odstranimo ali obdrzimo samo doloc¢ene frekvence
in poteka tako, da izvorno sliko v prostorski domeni transformiramo v frekvencno
domeno, jo pomnozimo s filtrom H (u,v) in pretvorimo nazaj v prostorsko domeno.
Vrednosti slike filtra so tokrat izjemoma realna Stevila na intervalu [0, 1], tako da
mnozenje s Fourierjevo transformacijo nikoli ne vrne absolutno vecje vrednosti.

2.8.4 Nizkoprepustni filter

V' angles¢ini imenovan low-pass filter nam omogoca, da odstranimo visoke fre-
kvence in s tem tudi ostre robove ter podrobnosti na sliki. Kon¢ni rezultat je
zmehc¢ana oziroma zamegljena slika.

Idealni nizkoprepustni filter Filter generiramo tako, da izberemo mejno fre-
kvenco dj in na ,¢érni“ podlagi izriSemo ,,bel“ krog s polmerom dy — ¢rna barva je
v filtru predstavljena z vrednostjo 0, bela z vrednostjo 1. Na kon¢ni sliki, meh-
¢ani z idealnim nizkopasovnim filtrom, se pojavi vzorec, znacilen za idealne filtre,
imenovan ringing effect (nihajoci odziv).

Hu,v) = {0 ; d(u,v) > dy

1 ;5 d(u,v) <d
Gaussov nizkoprepustni filter Zaradi nezelenega ucinka, ki ga povzroci ide-
alni filter, obstajajo tudi drugi filtri. Eden takih je Gaussov, pri katerem ne
obstaja mejna frekvenca, temvec¢ je prehod mehkejsi. Filter generiramo tako,
da si izberemo varianco o, nato pa vrednost posameznega piksla izracunamo s
funkcijo, podobno gostoti verjetnosti za normalno (Gaussovo) porazdelitev. Nasa
ystatisticna spremenljivka® je v tem primeru razdalja piksla od sredisca, torej

d(u,v) = \/(u—M)2—I— (v—N)2

—d2(u,v)

H(u,v) = e 22

Ce za mehc¢anje uporabimo ta filter, ne pride do prej omenjenega uc¢inka niha-
jocCega odziva, zato je tudi primernejsi za prakti¢no uporabo.

2.8.5 Visokoprepustni filter

Z visokoprepustnim filtrom (ang. high-pass filter) izlo¢imo iz slike vse pocasne
prehode in ohranimo samo ostre robove in detajle. Tudi tukaj lahko uporabimo
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idealni ali Gaussov ﬁlte.

Idealni visokoprepustni filter

Hu,v) = {1 : d(u,v) > dy

0 ; du,v) <dp

Gaussov visokoprepustni filter

—d? (u,v)

H(u,v) =1—¢e 252

2.8.6 Pasovnozaporni in pasovnoprepustni filtri

S pasovnozapornimi filtri odstranimo samo frekvence v dolo¢enem obmocju, med-
tem ko s pasovnoprepustnimi filtri odstranimo vse ostale frekvence.

Pasovnozaporni filter

Idealni: dolo¢imo mejni frekvenci dy in d; tako, da dy < d;

1 .
Hu,v) = { ; d(u,v) > dy Vd(u,v) < dy

0 ; dO < d<u7 U) < dl
Gaussov: doloc¢imo premik od sredisca dy in varianco o

—(d(u,v)—dg)?

H(u,v) =e 27
Pasovnoprepustni filter

Idealni: dolo¢imo mejni frekvenci dy in d; tako, da dy < d;

Hu,v) = {O ; d(u,v) > dy Vd(u,v) < dy

1 ; dO < d(u7 U) < dl
Gaussov: dolo¢imo premik dy in varianco o
—(d(u,v)—dg)?

Hu,v)=1—¢e 22

2.8.7 Poljubno filtriranje

Filtriramo lahko tudi tako, da izberemo samo poljubna obmocdja v frekvencéni do-
meni, ki jih Zelimo obdrzati ali ohraniti.

HGicer obstaja tudi Butterworthov filter, ki je vmesna stopnja med idealnim in Gaussovim
filtrom.
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3 RACUNALNISKA IMPLEMENTACIJA

Program sem izdelal v razvojnem okolju Visual Basic Studio 2012 Express v
programskem jeziku Visual Basic z ogrodjem .NET. Za racunanje s kompleksnimi
stevili sem uporabil Ze vkljuceno knjiznico Numerics.Complex z izdelanimi funk-
cijami za osnovne racunske operacije med kompleksnimi stevili in izra¢un komple-
ksne eksponentne funkcije.
Racunsko zahtevnejse oziroma dolgotrajnejse procedure, kot sta (inverzna) Fouri-
erjeva transformacija in konvolucija, se izvedejo asinhrono, tj. v novi programski
niti, z uporabo kontrolnika Background Worker.

V opisih procedur uporabljam spremenljivko M kot Stevilo vrstic ali kot stevilo
elementov zaporedja (npr. stevilo pikslov v eni vrstici).

ImagoMutanda - program za obdelavo digitalnih siik B

| . 1 J
[ + ODPRI SLIKOYNO DATOTEKO = | & | =
fomouciskamatrica Naskiante Fonvatucia @) 5

288 ms  Konvelucija (3x3)

Konvalucija (313)
. - 5ms Kanvelucia 3:3)
3 Stomatri 1 i i A
283ms  Konveolucija (3x3)

Histogram

2

Velikost: 3 Zbirkaz Laaceov operator =] || I masir

= i ! 0 Dok Druge nastavitve
ool 1Lt R U (7] <entriraj obdeano sio na sivino.
0 1 0

Prikaz Fourierjeve transformacije:  magnituda -

FOURIERJEVA TRANSFORMACIIA

Slika 34: Zaslonski posnetek programa
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3.1 Racunanje Fourierjeve transformacije

Najprej bomo Fourierjevo transformacijo dveh spremenljivk nekoliko preoblikovali.
Ce uporabljamo osnovno obliko, potem se moramo za vsak u in v v frekvenéni
domeni sprehoditi skozi vse x in y v prostorski domeni — to lahko spremenimo.
Najprej eksponentno funkcijo nekoliko razpisemo:

Suv) = Sz, y)e 2 (35 =

—i2rux —i27TVY
= S(.CE, y)@ M ¢ N
=0 y=0

Ker je e pri istih x konstanten, ga lahko izpostavimo:

A M-1 —i2ruz N1 —i2moy
Su,v)=> (e ™ Y S(z,y)e ¥
z=0 y=0

Notranjo vrsto sedaj zapisemo kot funkcijo spremenljivk z in v.

—12TVY

R N-1
81(33',’0) = Z S(%,y)e N
y=0

Vidimo, da je to pravzaprav enostavna Fourierjeva transformacija funkcije ene
spremenljivke, in sicer je to transformacija vrstice slike z indeksom z. Ce sedaj
zapisemo Se vse skupaj:

A M—1 —i2TUT A
S(u,v) = e Si(x,v) (3.1)
=0

Vidimo, da smo ponovno dobili Fourierjevo transformacijo, in sicer za vsako
vrstico. Tako lahko Fourierjevo transformacijo nase celotne slike izracunamo tako,
da najprej izracunamo Fourierjevo transformacijo za vsako vrstico posebej, potem
pa iz dobljenih rezultatov izracunamo Se Fourierjevo transformacijo za Stolpc.

2Transformaciji s tako lastnostjo pravimo separabilna.
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3.1.1 Hitra Fourierjeva transformacija (FFT)

Ce pogledamo osnovno formulo za diskretno Fourierjevo transformacijo v dveh
dimenzijah:

fluo) = X X flay)e o)
=0 y=0

vidimo, da zahteva izjemno veliko racunske moci, saj moramo za vsak piksel iz-
racunati M N ¢lenov. Za celotno sliko to znese kar M2N? ¢lenov, kar je izjemno
veliko — za srednje veliko sliko velikosti 600 x 600 pikslov moramo izracunati kar
129 600 000 000 = 10'* ¢lenov! To je ogromno dela tudi za danasnje rac¢unalnike.
K sreci lahko algoritem racunanja diskretne Fourierjeve transformacije izboljsamo
na razlicne nacine, kar je prvi naredil ze Gauss, ko je racunal tirnico takrat opa-
zovanega asteroida Palasa. Seveda njegove domiselnosti dolgo niso uvideli in Sele
nekaj let po objavi ¢lanka avtorjev Cooley in Tukey leta 1965 so sprevideli, da je
njuno ,novoodkrito* metodo ze pred 160 leti odkril Gauss (OSGOOD, 2007).

Tukaj bom opisal in v programu tudi uporabil metodo zaporednega razpo-
lavljanja (ang. successive-doubling method), imenovano tudi radiz-2 FFT, ki je
posebna oblika algoritma Cooley-Tukey z zahtevo, da je izvirna slika v velikosti
M x N, pri Cemer sta Sirina in viSina potenci Stevila 2 (M = 2" in N = 2").

Ker enacba 3.1l prikazuje, da lahko izracunamo Fourierjevo transformacijo slike
z racunanjem stolpcev in vrstic posebej, se moramo pravzaprav osredotociti samo
na optimizacijo racunanja Fourierjeve transformacije funkcije ene spremenljivke.
Osvezimo:

pri cemer u=20,1,2,..., M — 1.

Postavili smo zacetni pogoj M = 2™. M je torej zagotovo sodo stevilo in ga
lahko zapisemo kot M = 2K. Sedaj zaradi jasnosti in preglednosti uvedemo nov
simbol, ki predstavlja kompleksno eksponentno funkcijo, in sicer:

—i27

Wy =e ™™

Dovolil si bom majhen ekskurz o zanimivosti, ki se nam ze ves ¢as pojavlja
pred o¢mi in je z uvedbo novega simbola Se jasneje prikazana. W), pravzaprav
predstavlja enega izmed M-tih korenov enote. Koreni enote so resitve krozno-
delitvene (binomske) enacbe z™ = 1 in v kompleksni ravnini lezijo na enotski
kroznici. Kasneje bom pokazal tudi nekaj zanimivih lastnosti teh Stevil.
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Slika 35: Vseh 5 kompleksnih resitev enacbe 2° = 1.

Sedaj ponovno zapisemo Fourierjevo transformacijo s tem simbolom:

2K—-1

flu) = Z:O f@)Wiy

Zaradi jasnosti zapisimo konkretni primer: naj bo K =4 = M =8

fu) = FOWEHF (W FOWEF (B)WE ()W +f (5)WE "+ f ()W +f (T) W™
Trik, ki ga sedaj uporabimo, je zdruzitev ¢lenov na sodih mestih in ¢lenov na

lihih mestih:

flu) = (FOWE+ F@QWE" + F(OWE" + F(6)F") +
AW+ W + fEWE™ + [(T)WE") =

3 3
= S re)WEPY £ 3 f(2z + Wty
x=0

=0

sodi lihi

Ce to zapiSemo v splo$ni obliki za poljubno funkcijo, dobimo:

K-1 K-1
F) =3 FR)Wa” + 3 f(2a + Wyt
z=0 =0

Posvetimo se koeficientu Wi

—i27-2 —i27-
12T uxT 12T UT ux

u(2z) o o
Wy W =e 28 =e K =Wy
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Torej:

K-1

f(u):Zf(Z"L'W —l—Zfo—i— Wit

=0

Sedaj posamezni vrsti zapiéemo kot novi funkciji, in sicer Fig(u) = S5 f(22)Wpe
za sode ¢lene in Fir(u) = S5 f(22 + 1)W} za lihe ¢lene:
fu) = Fs(u) + Fu(u) W

Skoraj smo ze pri koncu. Najprej izpeljimo Se dve zanimivi lastnosti simbola
WKZ

WM — (3.2)
Dokaz 1
Wu+M ’12”‘};*”” _ T —i2mu
Ker:
e~ 2™ = cos(—2mu)+isin(—27u) = cos(27u)—isin(2ru) = 1-0i = 1 za vsaku € Z
sledi:
WM =W

V koordinatnem sistemu bi to pomenilo vrtenje kompleksnega stevila za polni kot
okoli sredisc¢a — rezultat je seveda prvotno stevilo.
In Se druga lastnost:

u+M
Wit = =Wy, (3.3)
Dokaz 2 S
—27-(u —132 —12m M —1 .

W“+M oM — e 3M .e M — e M .o T

Ker:
e "™ =cos(m) +isin(r) = —-1+0i = —1
sledi: _ ‘
U+M —iTTu . —i2mu o u
Wayy =—e M =—e2v =-—W),

Grafi¢no to pomeni vrtenje kompleksnega Stevila okoli sredisca za pol kroga; re-
zultat je nasprotno sStevilo.
Z danima lastnostma se podajmo v iskanje ,premika“ f(u + K).
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flu+ K) = Fg(u+K)+FL(u+K)WgK:
1

0

. FRoWET 4 Z Fx + DWEHOTpu K -

=0

:ZfoW Zf2x+ Wy

._\

=0
= Fg(u) = Fr(u )WzK
WO 1 druge vrstice smo zamenjali z WS = (WitK)e =y etk

pa z W“+K —Wik.

Ceprav na prvi pogled ni jasno, kaj smo s tem dosegli, lahko s podrobnejsim
razmislekom pridemo do zanimivega uvida. Za diskretno Fourierjevo transforma-
cijo M elementov elemente najprej razdelimo na dve polovici: tiste s sodimi in
tiste z lihimi koeficienti. Sedaj izracunamo Fourierjevo transformacijo posebej za
sode ¢lene (Fs(u)) in lihe ¢lene (Fy(u)). Posamezni koncni f(u) sedaj dobimo
s seStevanjem Fg(u) + Fr(u)W},. Pri prvi polovici f(u) tezav nimamo, saj u
tece od 0 do K, pri drugi polovici pa upostevamo zgoraj izpeljano periodi¢nost
flu+ K) = Fs(u) — Fy(u)W}. Celoten postopek se najlazje predstavi s pomo-
¢jo diagrama. V diagramu je prikazan potek hitre Fourierjeve transformacije za
8 diskretnih elementov. Puséice prikazujejo potek posameznih vrednosti. Modra
pusica oznacuje seStevanje, oranzna pa odstevanje. Stevilo, zapisano nad puséico,
predstavlja faktor mnozenja.

£(0) o——0 f(0) o—> F(0) = Fs(0) + Fr(0)Wg
) f@o— F(1) = Fs(1) + FL()Wy
f(2) f(4) o— f(2) = Fs(2) + FL()Wg
f(3) f(6) o— f(3)=Fs(3)+ FL(3)Wg
f4) f(1) o— f(4) = Fs(0) = FL(0)Wg
ORNQEIC Lo [ F )= Fs(1) = F ()W}
f(6) f(5) o— f(6) = Fs(2) — FL(2)Wg
F(7) =0 f(7) o— F(7) = Fs(3) = FL(3)W§
~——
locevanje na sode in lihe zdruzevanje ¢lenov

Slika 36: DF'T osmih elementov z izboljsavo razdelitve na sode in lihe ¢lene

Vsekakor se tukaj zadeva Se ne konc¢a. Metodo delitve elementov na sode in
llh. lahko ponovno uporabimo, in sicer pri racunanju DFT stirih elementov, ki
jih ponovno razdelimo na sode clene in lihe ¢lene. Tako dobimo skupaj stiri pare
elementov, za katere moramo izracunati diskretno Fourierjevo transformacijo.

13Sode in lihe glede na njihov polozaj, seveda.
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f(0)o o0 £(0)
f(4) o f(1)
f(2) o £(2)
f(6) o £(3)
f(1)o f(4)
f(5) 0 £(5)
f(3) f(6)
f(7) o £(7)

Slika 37: Popolna hitra Fourierjeva transformacija (FFT) osmih elementov

Algoritem je skréen do te mere, da racunamo diskretno Fourierjevo transfor-
macijo samo za dva elementa, potem pa dobljene vrednosti med seboj paroma
kombiniramo. Prav to je namen hitre transformacije — namesto ra¢unanja trans-
formacij za mnogo elementov jih razbijemo na posamezne pare. Tukaj se skriva
tudi razlog za prvotni pogoj, da mora biti stevilo elementov potenca stevila 2 — le
tako lahko vseh M elementov postopoma razbijemo na logy M parov.

S tem, ko smo prvotne elemente razdelili v pare, nam ostane samo racunanje DF'T
za dva elementa, kar pa je zelo enostavna naloga. V tem primeru je M = 2:

1

F(0) =37 fla)Wg = F(0)e° + f(1)e” = f(0) + f(1)

=0

1

F) =3 fl@)Wy = f(0)e” + f(1)e™ = f(0) — f(1)

=0
Diskretno Fourierjevo transformacijo dveh elementov torej izvedemo tako, da
oba elementa sestejemo — dobimo f(0) —, nato pa drugega odstejemo od prvega —
dobimo f(1).

>

£(0) o0 f(0)
£(1) =0 f(1)

Slika 38: DFT dveh elementov
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Zadnji korak nase hitre Fourierjeve transformacije je zgolj Se preizkus: jo upra-
viceno imenujemo hitra Fourierjeva transformacija? Preverimo.
Pri ra¢unanju DF'T po osnovni formuli [2.6] smo vsak koncni element dobili z vsoto
M ¢lenov, vsak od teh ¢lenov pa je produkt nekega zacetnega elementa in nekega
Whr. Za vsak element smo torej izvedli M mnozenj in M seStevanj — za celotno
DFT to znese M? mnoZenj in M? seStevanj oz. 2M? operacij.
Pri FFT razdelimo celoten postopek na logoM posameznih faz, vsaka faza pa je
sestavljena iz M sestevanj in % mnozenj, vse skupaj torej Mlogs M seStevanj in
Mlogs M mnozenj oz. 2Mlog, M operacij.
Ucinkovitost metode FFT (u) bomo dobili tako, da bomo stevilo operacij pri (na-

vadni) DFT delili s Stevilom operacij pri FFT, torej

2M* M

M pu— =
(M) 2Mlogo M loga M

Za DFT 32 elementov bi pri navadni metodi potrebovali 2-32? = 2048 racunskih
operacij, medtem ko bi z metodo FFT potrebovali samo 2 - 32 - [0g.32 = 320
operacij, kar je priblizno 6-krat manj! 7 narascanjem stevila elementov narasca
tudi uc¢inkovitost FFT, tako da je uéinkovitost pri racunanju DFT 512 elementov
(DFT = 524288, FFT = 9216) ze priblizno 57-krat izboljsana.

S 150 |
4
3
g 100 +
N
5
< 50 t
=

500 1,000 1,500 2,000
St. elementov M

Slika 39: Graf faktorja izboljSave u hitre Fourierjeve transformacije v odvisnosti
od Stevila elementov M
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3.2 Osnovne procedure

Racunanje primitivnih korenov enote W,;, Mnozico koeficientov W}, =

e~ ™  za dani M, pri cemer tece n od 0 do M, program izracuna tako, da najprej
izracuna konstantni faktor eq = e%, nato pa za vsak n izracuna Wy, = eg - e™.
Mnozico koeficientov za inverzno Fourierjevo transformacijo dobimo tako, da pri
prej dobljeni mnoZici ohranimo prvi koeficient (W7, = 1), ostale pa postavimo v
obratni vrstni red. Ce si te koeficiente predstavljamo na enotski kroznici, si sledijo
prvotni od stevila 1 v smeri urinega kazalca, koeficienti za inverzno transformacijo
pa potekajo od 1 v nasprotni smeri urinega kazalca.

Nicelno zapolnjevanje Ker mora stevilo elementov M za uspesno izvedbo FFT
biti potenca stevila 2, moramo krajSe nize popraviti tako, da jim na koncu dodamo
prazne elemente — §tevila 0. Stevilo dodanih ni¢el Ny je enako razliki med najblizjo
visjo potenco 2 in stevilom M:

Ny = ollogaMT _ pr

pri ¢emer je [loga M| najblizje naravno stevilo, za katerega je [loga M| > loga M.

Bitreverzno zaporedje V prvem koraku FF'T izvajamo transformacijo na dveh
elementih — posamezne skupinice dveh elementov dobimo tako, da vse elemente
zaporedoma delimo na sode in lihe glede na njihov polozaj v zaporedju. Izkaze se,
da so po takem razvrs¢anju elementi razvrséeni na prav poseben, zanimiv nacin
— njihovi obrnjeni binarni zapisi so razvrs¢eni v narascajoce zaporedje. V tabeli
je prikazan zacetni razpored 8 elementov za FFT. Indekse elementov (1)) od 0
do 7 najprej zapiSemo v binarni obliki (n(z)), nato zaporedje nicel in enic obrnemo
(n’@)) in pretvorimo nazaj v desetigki sestav (n’(lo)). FFT bomo sedaj zaceli tako,
da bomo izra¢unali Fourierjeve transformacije za pare (0,4),(2,6),(1,5),(3,7) ...

(o) | (2 nl(z) nllo)
0 000 | 000 0
1 001 | 100 4
2 010 | 010 2
3 011 | 110 6
4 100 | 001 1
5 101 | 101 5
6 110 | 011 3
7 111 | 111 7

Tabela 3: Bitreverzno zaporedje 8 elementov
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3.2.1 Prikazovanje Fourierjeve transformacije

Rezultat dvodimenzionalne Fourierjeve transformacije slike velikosti M x N je ma-
trika iste velikosti. V nasem primeru prvotna slika predstavlja posamezne inten-
zitete pikslov — vse vrednosti so torej realna stevila — Fourierjeva transformacija
pa vrne matriko kompleksnih stevil. Ker je zelo prikladno tudi to matriko prika-
zati kot digitalno sliko, moramo na tej matriki ponovno izvesti proces digitalizacije.
Slika je ze diskretizirana, preostane nam le Se kvantizacija. Ker so vrednosti pikslov
kompleksna stevila, se moramo odlociti za eno izmed spodnjih realnih vrednosti,
ki jih zZelimo prikazati na digitalni sliki Fourierjeve transformacije:

e realni del,

e kompleksni del,

o faza (argument) ali

e magnituda (absolutna vrednost).

Realnega in kompleksnega dela ne bom prikazoval, saj nista tako pomembna
za nadaljnjo obdelavo.

Magnituda Najpogosteje prikazujemo magnitudo kompleksnega stevila (ime-
nujemo jo tudi absolutna vrednost ali modul kompleksnega Stevila):

2] = Va® 1 b

Ko izracunamo posamezne magnitude, ugotovimo, da je razpon vrednosti na sliki
Fourierjeve transformacije zelo velik (najvecja in najmanjsa magnituda se razliku-
jeta za ve¢ redov velikosti). Ce bi te vrednosti kvantizirali linearno, kot smo storili
pri kvantizaciji digitalne slike, nastale v fotoaparatu, bi izgubili veliko uporabnih
podatkov (glej sliko E2]), zato se raje odloc¢imo za logaritemsko kvantizacijo, pri
kateri je vrednost piksla enaka:

Iy = &(alogyo(1 4+ |2]))

Clen 1 v logaritmandu je zagotovilo, da bo logaritem definiran — magnituda
sicer ne more biti negativna, lahko pa je enaka 0. Koeficient a izberemo tako,
da bo piksel z najvec¢jo magnitudo imel vrednost 255. S poznavanjem lastnosti
Fourierjeve transformacije lahko predvidimo, da se bo piksel z najvec¢jo magnitudo
nahajal na koordinatah (0, 0), zatorej:

alogyo(1 4 8(0,0)) = 255

14Po centriranju slike Fourierjeve transformacije se ta element nahaja na koordinatah (%, g)
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o 255
~ logy(1+8(0,0))

Funkcija & poskrbi za ustrezno zaokrozanje na najblizje celo stevilo.

Faza Fazo (ali argument kompleksnega sStevila) program izracuna s pomocjo
funkcije arctan2(y, =), ki vrne kot med pozitivnim krakom osi x in krajevnim vek-
torjem tocke s koordinatama (z,y). Funkcija je podobna funkciji arkus tangens
(arctan), le da uposteva predznaka koordinat, zato vrne ustrezen kot na intervalu
(—m, 7). Vrednost piksla se izra¢una kot:

I, = £(40, 58 arctan2(3(z), R(z)) + 127)

Faktor raztega 40, 58 je na dve decimalni mesti zaokrozena vrednost % Kon-
stantni ¢len 127 je dodan — podobno kot pri obdelavi z Laplaceovim operatorjem
—, da ne izgubimo negativnih vrednosti. Primer faze Fourierjeve transformacije je
na sliki [42]

Centriranje Fourierjeve transformacije FEna izmed mnogih lastnosti diskre-
tne Fourierjeve transformacije je njena periodic¢nost. Na sliki 0 je prikazana
slika marjetice v prostorski domeni (levo zgoraj) in njena transformacija v fre-
kven¢éni domeni (desno zgoraj). Koordinatno izhodisée je pri obeh slikah v le-
vem zgornjem kotu, vendar nam periodi¢nost Fourierjeve transformacije, prika-
zana na sliki 41l omogoca, da koordinatno izhodis¢e Fourierjeve transformacije
premaknemo na sredino slike. To izvedemo tako, da sliko v frekven¢éni domeni raz-
delimo na 4 enako velike pravokotnike (v tem primeru so kar kvadrati), stikajoce
se v srediscu slike, in jih paroma diagonalno zamenjamo. Koordinatno izhodisce
dobljene slike je sedaj v njenem srediscu, frekvenc¢ni spremenljivki v in v pa se
Sirita navzven.

Izracun histograma Program si vnaprej pripravi mnozico 256 elementov vre-
dnosti 0 z indeksi od 0 do 255 (za vsako svetlostno intenziteto), nato se sprehodi
skozi vsak piksel in pristeje 1 k elementu mnozice z indeksom njegove vrednosti.
Po sprehodu skozi vse piksle dobimo absolutne frekvence svetlostnih intenzitet, ki
jih statisticno obdelamo (aritmeti¢na sredina in modus). Slika histograma z visino
h pikslov se izrise z zaporednim risanjem 256 navpicnih ¢rt, katerih vodoravni po-
lozaj je enak svetlostni intenziteti ¢, visina pa je enaka h - 1;/Nq., pri Cemer je n;
Stevilo pikslov intenzitete i in nye. Stevilo pikslov modusa. Crta pri intenziteti z
najvecjim stevilom pikslov (modus) bo tako enaka celotni visini histograma h.
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Slika 40: Centriranje Fourierjeve transformacije

S

Slika 41: Periodi¢nost Fourierjeve transformacije

Binarne operacije med slikama Sliki se sestejeta/odStejeta/mnozita/delita
tako, da se program sprehodi skozi vsak piksel in pri tem izvede ustrezno operacijo
med istoleznima piksloma, nato dobljeno vrednost vstavi v funkcijo ¢ (glej predpis

2T).
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Slika 42: Magnituda Fourierjeve transformacije v linearni kvantizaciji (levo) in
logaritemski kvantizaciji (sredina) ter faza Fourierjeve transformacije (desno)

Generiranje idealnih filtrov Idealni filter se generira tako, da se na ustrezno
podlago (belo/¢rno) izrise krog s sredis¢em v sredini slike in polmerom r. Barva
kroga je bela za nizkoprepustni filter in ¢rna za visokoprepustni filter.

Pasovnoprepustni filter se generira tako, da se na nizkoprepustni filter s krogom,
polmera ry, narise nov ¢rn krog s sredis¢em v sredini slike in polmerom 7, podobno
se pasovnozaporni filter generira z risanjem belega kroga s polmerom r na obstojeci
visokoprepustni filter s krogom r5.

Slika 43: Idealni Slika 44: Idealni Slika 45: Idealni Slika 46: Idealni

nizkoprepustni fil- visokoprepustni pasovnoprepustni  pasovnozaporni fil-

ter velikosti 512 x filter velikosti filter velikosti ter velikosti 512 x

512, r =80 512 x 512, r =80 512 x 512, r = 80, 512, r = 80, ry =
re = 130 130

Generiranje Gaussovih filtrov Gaussov filter program generira tako, da z
zmanjsevanjem polmera r od polovice diagonale slike (MT‘/E) do 0 s korakom 1
zaporedoma izrisuje kroge s sredis¢em v sredini slike, katerih posamezne barve se
izracunajo s formulo za Gaussov filter:

e 202 ; nizkoprepustni ali pasovnoprepustni
barva(r) = e p?
1—e 202 ; visokoprepustni ali pasovnozaporni

49



Ce izrisujemo nizkoprepustni ali visokoprepustni filter, je u = 0, pri pasovno-
zapornem in pasovnoprepustnem filtru pa p predstavlja premik Gaussove funkcije
oziroma ciljno frekvenco, ki jo Zelimo ohraniti/odstraniti. Na filtru je p viden kot
razdalja od sredisca filtra do sredine kolobarja.

Slika 47: Gaussov Slika 48: Gaussov Slika 49: Gaus- Slika 50: Gaussov

nizkoprepustni fil- visokoprepustni SOV pasovnoprepu- pasovnozaporni fil-

ter velikosti 512 x filter velikosti stni filter velikosti ter velikosti 512 x

512, 0 =55 512 x 512, 0 =55 512x 512, 0 =25, 512, 0 = 25, p =
1= 100 100

Generiranje poljubnih filtrov V program sem vkljucil dvoje razli¢nih poljub-
nih filtrov, in sicer filtriranje s ¢rtami in filtriranje z risanjem. Filtriranje s ¢rtami
poteka tako, da doloc¢imo stevilo ¢rt in njihove naklonske kote « (Crte gredo skozi
sredisce slike Fourierjeve transformacije; kot 0° predstavlja navpi¢na ¢rta), nato
pa izberemo, ali naj bodo ¢rte zaporne ali prepustne. Ob zapornih ¢rtah je mozno
dodati tudi Gaussov nizkoprepustni filter z varianco o.

Filtriranje z risanjem poteka tako, da z misko poc¢rnimo sliko na obmocjih, ki
jih Zelimo odstraniti. Pri tem lahko izberemo Sirino ¢opica d, ki predstavlja premer
krogov, ki se izrisujejo ob premikanju miske.

—_—
—

Slika 51: Filter z zapornimi ¢rtami Slika 52: Slika Fourierjeve transfor-
velikosti 512 x 512, oy = 0°, dy = 10, macije z dodanim filtrom, ustvarje-
g =T75°% dy =20, 0 =15 nim z risanjem, velikosti 512 x 512
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Konvolucija Izracun konvolucije slike velikosti M x N in konvolucijskega jedra
velikosti m x n poteka tako, da program s sprehodom cez vse piksle slike in ,,premi-
kanjem® konvolucijskega jedra pri vsakem pikslu izracuna njegovo novo vrednost
kot vsoto produktov istoleznih elementov:

a b
I'=37 > K(s,t)S(x — s,y —1)
s=—at=—b

Mozno je izvesti tudi konvolucijo z ve¢ zaporednimi konvolucijskimi jedri, pri
cemer se izvede konvolucija izvirne slike z vsakim posameznim jedrom, nato pa
se slike sestejejo — to je uporabno pri Sobelovem in Prewittovem filtru za iskanje
robov v obeh smereh, kjer uporabimo dve jedri.

Program vsebuje zbirko ze pripravljenih konvolucijskih jeder, in sicer:

e identiteta,

premik 4 piksle v desno,

e svetleje (%),

e temneje (%),

e povprecje 3 X 3,

e povprecje 5 X 5,

e povprecje 7 X 7,

e Gaussovo povprecje b x 5,

e Laplaceov operator,

e Prewittovi operatorji z, y in zy,

e Sobelovi operatorji x, y in xy.

3.2.2 Diagrami potekov nekaterih algoritmov

S pomocjo poenostavljenih diagramov poteka sem prikazal delovanje doloc¢enih
procedur programa. Pravokotniki prikazujejo posamezne korake procedure, pa-
ralelogrami prikazujejo vhodno/izhodne podatke, deltoidi pogojne stavke, krozci,
povezani s pravokotnikom, pa zaznamujejo programsko zanko.

Za izra¢un Fourierjeve transformacije (FFT) in inverzne Fourierjeve transfor-
macije (IFT) skrbi ena procedura, ki se razlikuje le v uporabljenih koeficientih
Wy in zadnjem koraku, pri katerem se za inverzno Fourierjevo transformacijo vsi
dobljeni elementi delijo s Stevilom vseh elementov M.
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preberi vse-
bino datoteke

L

piksel =1 — MN

l

sivinjenje piksla

izra¢un po-
datkov o sliki

L

nadaljnja obdelava

slikovna datoteka

metoda sivinjenja

histogram

Slika 53: Diagram poteka odpiranja slikovne datoteke

razdeli na M stolpcev

J

stolpec = 1 — M

J

FFT ali IFT stolpca

razdeli na N vrstic

J

vrstica = 1 — N

J

FFT ali IFT vrstice

izhod

Slika 54: Diagram poteka (inverzne) hitre Fourierjeve transformacije slike

slika S ali
Fourierjeva
transformacija &

Fourierjeva
transformacija

S ali slika S
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nicelno zapolnjevanje

zaporedje M
elementov

L

izracun koe-
ficientov Wy,

zbirka 7Ze izra-
¢unanih W,

L

sestava bitrever-
znega zaporedja

zbirka Ze izracu-
nanih zaporedij

L

razdelitev na
loga M stopenj

J

stopnja =1 — logaM

L

razdelitev na grupe

J

grupa = 1 —
]\/I/Q.Qtopnja

J

element = 1 — 25tornia

J

izracun
fstopnja(n : gru’pa)

deli vse
vr§dnosti
fzM

da

ne

Sivinjenje slike

izhod

zaporedje M
elementov

Slika 55: Diagram poteka (inverzne) hitre Fourierjeve transformacije M elementov

3.3 Primeri s programom obdelanih slik

V nadaljevanju so prikazani rezultati digitalne obdelave slik z izdelanim progra-

Prva stopnja pri obdelavi slike iz slikovne datoteke je sivinjenje. V nadaljnjih
napisih pod slikami je v oklepaju zapisana metoda sivinjenja izvirne barvne slike:
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e P — aritmeticna sredina treh barvnih kanalov,
e R — samo rdeci kanal,

e G —samo zeleni kanal,

e B — samo modri kanal,

e [ — luminiscenca.

S sliko karirastega vzorca so prikazane razlicne metode sivinjenja.

>
(2

Barvna R G B P L

Slika 56: Razlicna izbira metode sivinjenja slike karirastega vzorca

3.3.2 Intenzitetne transformacije

Na sliki rentgenograma prsnega kosa so prikazane osnovne intenzitetne transfor-
macije.

Upragovanje slike s tatujem metulja nam na sliki ohrani samo tetoviranega
metulja — tako ¢rno-belo sliko bi lahko natisnili in uporabili kot predlogo pri izde-
lavi naslednjega tatuja ali pa jo vektorizirali. Uprazeno sliko krvnega razmaza bi
lahko poslali v nadaljnje postopke obdelave, kjer bi z morfoloskimi in segmentacij-
skimi metodami izracunali stevilo celic v vidnem polju, izmerili njihove velikosti
in ugotovili morfoloske nepravilnosti.
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Izvirna slika Povecanje svetlosti, k =

L

Zmanjsanje svetlosti, Razteg kontrasta, pu = Razteg kontrasta, pu =
k=60 60,£ =1,5 195,£ =0,3

Slika 57: Intenzitetne transformacije rentgenograma prsnega kosa

'?&%@,?i%&g =
5% %50 AT
990295

N
00% SO0
o0 Tﬁf,%,ﬂfgf)%\. 6

Izvirna slika (L) p = 60 Izvirna slika (B) w=170

Slika 58: Upragovanje slike s tatujem metulja in slike krvnega razmaza
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3.3.3 Obdelava v prostorski domeni

Mehcanje Digitalne slike v glavnem meglimo (mehéamo) zaradi umetnisko-
estetskih razlogov ali prikrivanja informacij na sliki, metoda pa je podlaga tudi za
ostrenje slike s postopkom wunsharp masking.

Gaussovo povprecenje (5 X 5) Aritmeti¢na sredina (7 x 7)

Slika 59: Povprecenje slike marjetice s konvolucijo

Iskanje robov in ostrenje Trije omenjeni operatorji — Laplaceov, Prewittov
in Sobelov — se uporabljajo za zaznavanje robov objektov na sliki. FEno izmed
podrocij uporabe so proizvodni procesi, katerih del so tudi avtomatski vizualni
pregledi, ki preverjajo kakovost izdelkov in odkrivajo morebitne napake, nastale
med proizvodnjo. 7 zaznavnjem robov objektov in kasnejSo morfolosko analizo
lahko odkrijejo nepravilnosti.

Ostrenje slike je namenjeno izboljsanju prikaza ostrih robov in podrobnosti na
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sliki, prav tako izboljsa neostre slike, ki so nastale zaradi nepravilne nastavitve
goriséne razdalje pri zajemanju slike.

Laplaceov operator, maskirano, ¢ = 1 Laplaceov operator, maskirano, ¢ = 3

Slika 60: Laplaceov operator na sliki marjetice (L)
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Sobelov operator zy, maskirano, ¢ = 0,5 Sobelov operator zy, maskirano, ¢ = 1

Slika 61: Prewittov in Sobelov operator na sliki zabe (R)
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Izvirna slika (B) UM, Gaussovo povprece- UM, Gaussovo povprece-
nje b xH, c=1 njeHxs,c=3

Slika 62: Ostrenje z metodo unsharp masking (UM) na sliki Meseca

Izvirna slika UM, Gaussovo povprece- UM, Gaussovo povprece-
njedHxH, c=1 nje b X 5, c=2

Slika 63: Ostrenje z metodo unsharp masking (UM) na rentgenogramu prsnega
kosa
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3.3.4 Obdelava v frekvenéni domeni

Na spodnjih slikah so prikazane slike Fourierjevih transformacij (FT) slik z osnov-
nimi geometrijskimi objekti.

Vecji krog FT vejcega kroga Manjsi krog FT manjsega
kroga

Slika 64: Fourierjeve transformacije kroga

Pravokotnik 1 FT pravokotnika 1 Pravokotnik 2 FT pravokotnika 2

Slika 65: Fourierjevi transformaciji pravokotnikov

Mreza FT mreze Zvezda FT zvezde

Slika 66: Fourierjevi transformaciji mreze in zvezde
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Nizkopasovni filter Z idealnim in Gaussovim nizkopasovnim filtrom sem ob-
delal sliko z abecedo. Pri uporabi idealnega filtra je lepo viden nihajoci odziv
(ringing effect), ki pa se pri Gaussovem filtru ne pojavlja.

S zmanjSevanjem radija dy pri idealnem oziroma variance o pri Gaussovem
filtru se povecuje zamegljenost slike.

ABCCDE ABCCDE  ABCCDI
FGHIJKI. FGHIKI. FGHUKI
MNOPRS  MNOPRS  MNOPRS
STUVZ.: STUVZ7 STUL

% ABCCDEFGHIJK \.,,"' \lll(l)ll( HUKI - N .
i MNOPRSS T 7‘ 3 MNOPRSS Y e .
'?( %"/\ﬂ(‘(’ﬂl EFGHUKLMNOPRSSTUVZZ ' _ -
r =100 r =50 r=20 r=2=5

Slika 67: Idealni nizkopasovni filter na sliki abecede

ABCCDE ABCCDE 1Ty
FGHIJKI. FGHIJK] o
MNOPRS MNOPR & W
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Slika 68: Gaussov nizkopasovni filter na sliki abecede

Visokopasovni filter 7 visokopasovnim filtrom ohranimo na sliki samo visoke
frekvence, torej podrobnosti in robove objektov. Rezultat filtriranja z visokopa-
sovnim filtrom je zelo podoben konvoluciji s katerim izmed operatorjev za iskanje
robov (Laplaceov, Sobelov, Prewittov).
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r =100 r =50 r =20

Slika 69: Idealni visokopasovni filter na sliki abecede

Idealni, r = 65 Gaussov, o = 100

Gaussov, o = 35 Gaussov, 0 = 70

Slika 70: Centrirani visokopasovni filtri
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Mesani primeri Slika marjetice je uni¢ena s posevnim vzorcem, ki se ga zelimo
znebiti. S filtriranjem v prostorski domeni je tak izziv skoraj nemogoce opraviti,
medtem ko je filtriranje v frekven¢ni domeni namenjeno prav tovrstnim tezavam.

Filter z risanjem Popravljena slika

Slika 71: Slika marjetice (L), poskodovane s sinusnim Sumom (levo-zgoraj), njena
Fourierjeva transformacija, kjer je vidna prisotnost frekvence Suma (desno-zgorayj),
z risanjem filtrirana Fourierjeva transformacija (levo-spodaj), popravljena slika
marjetice (desno-spodaj)

Primer prakticne vecstopenjske obdelave sem prikazal na obdelavi slike parti-
ture, iz katere Zelimo odstraniti notno ¢rtovje (5 vzporednih ¢rt, na katerih lezijo
note). Slika je dodatno uni¢ena z dvojnim sinusnim Sumom, zato sem v prvem
koraku s frekvencénim filtrom z risanjem odstranil ta vzorec. Na sliki Fourierjeve
transformacije sem pocrnil stiri drobne svetle pike, ki nakazujejo prisotnost neze-
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lenega sinusnega suma. V drugem koraku sem s frekvencnim filtriranjem s ¢rto
odstranil notno ¢rtovje, nato izvedel razteg kontrasta in nazadnje Se upragovanje.

Izvirna slika Filter z risanjem

Slika po frekvencnem fil- Slika po filtriranju s ¢rto, Razteg kontrasta, p = 88,
triranju a=206°,d=11,0 =15 £=4,18

; /
hd /

Upragovanje, p = 225

Slika 72: Odstranitev notnega ¢rtovja iz poskodovane slike partiture
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Izvirne barvne fotografije Spodnje slike prikazujejo barvne, neobdelane foto-
grafije, ki sem jih zajel z digitalnim fotoaparatom (Zaba, marjetica in mesec) ali
svetlobnim mikroskopom (krvni razmaz) in uporabil pri primerih obdelave.

Marjetica Krvni razmaz Mesec

Slika 73: Izvirne barvne fotografije

4 ZAKLJUCEK

V raziskovalni nalogi obdelave digitalnih slik sem se posvetil podrocju filtriranja
in izboljsav, pri katerem sem opisal intenzitetne transformacije in prostorsko ter
frekvencno filtriranje z uporabo konvolucijskih jeder in frekvenénih filtrov. Z racu-
nalniskim programom, izdelanim v razvojnem okolju Microsoft Visual Studio 2012,
sem kot primer rabe opisanih metod na digitalnih slikah izvedel razlicne obdelave
ter nakazal njihovo aplikativnost na razlicnih podroc¢jih. Program sem objavil tudi
na spletu in je prosto dostopen na strani: http://d-vau.com/rn/

Najpomembnejsa izboljsava programa bi bila moznost obdelave barvnih slik,
zaradi razsirjenosti visokolocljivostnih digitalnih slik pa bi potreboval tudi dodatno
optimizacijo procedur za hitrejse izvajanje racunskih algoritmov.
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